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Abstrat
Let k be a eld, C → Speck be a stable urve and let G be a nite group
ating faithfully on the urve C → Speck. In this artile, we ompute the vetor
spae Ext1G(ΩC/k,OC), the sheaf ΩC/k being the sheaf of relative dierentials.
This vetor spae is naturally isomorphi to the set of rst order G-equivariant
deformations of C. The omputation we do here will be used in a future artile.
1 Introdution
Soient k un orps algébriquement los de aratéristique p ≥ 0, C → Speck une
ourbe stable et G un groupe ni agissant dèlement sur C. Le but de et artile est de
dérire l'ensemble des déformations équivariantes du ouple (C,G). Il est bien onnu
que et ensemble est naturellement isomorphe à Ext1G(ΩC/k,OC) où ΩC/k désigne le
faiseau des diérentielles relatives.
Lorsque p ne divise pas l'ordre de G, il est assez faile de dérire l'espae vetoriel
Ext1(ΩC/k,OC) (f. par exemple [Tuf93℄). Les vrais problèmes apparaissent lorsque
p divise l'ordre de G. Sous des hypothèses supplémentaires, e problème a déjà été
étudié par plusieurs auteurs. Parmi eux-i, itons Laudal et Lønsted dans [LL78℄
qui ont ainsi prouvé la lissité de l'espae des modules des ourbes hyperelliptiques en
aratéristiques 2 ; Bertin et Mézard dans [BM00℄ qui ont étudié le as général des
ourbes lisses munies d'une ation d'un p-groupe ylique ; Cornelissen et Kato dans
[CK℄ qui travaillent ave des groupes généraux et supposent que les ourbes sont lisses
et ordinaires.
Lorsque C → Speck est une ourbe stable, l'étude se omplique pour plusieurs
raisons. La première est, bien sûr, l'existene de singularité et peut être traitée de
manière purement loale. La deuxième vient du fait que G peut opérer trivialement
sur ertaines omposantes irrédutibles. Ce dernier problème est don plus subtil ar
il est de nature globale.
Dérivons maintenant le plan de et artile. La deuxième setion xe le adre de
l'étude et énone des résultats lassiques onernant les déformations équivariantes.
Dans la troisième setion, nous nous onentrons sur le as loal. Tout d'abord nous
préisons ertains résultats obtenus par Bertin et Mézard dans le as lisse. Plus pré-
isément, dans le as où G est un groupe ylique, nous dérivons l'existene d'une
base de l'espae des hamps de veteurs ayant une trae nulle sous l'ation de G (f.
Théorème 3.1.5). Ce résultat est fondamental pour la suite et il apparaîtra à plusieurs
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endroits. Nous passons ensuite au as singulier. L'idée est de relier ertaines déforma-
tions équivariantes à l'épaississement de la singularité et les autres aux déformations
équivariantes de la normalisée de C (f. suite exate (3.2.1)).
Dans la deuxième partie, nous étudions le as global. Notons π : C → C/G le
morphisme quotient. Nous étudions haque terme du diagramme suivant (dont les
lignes et les olonnes sont exates) :
0

H0(C/G,R1piG∗ Ω
∨
C/k
)

0 // H1(C/G, Ext0G(ΩC/k,OC))
// Ext1G(ΩC/k,OC)
//
ép
))RR
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
H0(C/G, Ext1G(ΩC/k,OC))
//

0
H0(C/G, piG∗ Ext
1(ΩC/k,OC))
L'étude du terme de gauhe et du terme du haut (f. Théorème 4.2.4) est faite en se
ramenant aux déformations équivariantes de la normalisée et en utilisant les résultats
loaux obtenus dans la troisième setion. L'image de ép est le terme le plus ompliqué,
son étude néessite des méthodes de reollement formel (ontrairement à l'étude des
autres termes qui repose seulement sur la ohomologie équivariante) et fait l'objet du
théorème 4.2.9.
Cet artile sera suivi d'une étude de l'espae des modules des ourbes stables munies
d'une ation d'un groupe. Cette étude utilisera les résultats démontrés dans le présent
artile et les illustrera.
Notations : Soient X un shéma, G un groupe agissant sur X et p un point de X
(non néessairement fermé). On notera Dp ⊆ G le stabilisateur de p, Tp le noyau de
l'homomorphisme Dp → Aut(SpecOX,p) et Gp := Dp/Tp.
Les formes diérentielles de k[[x]] seront notées f(x)dx, les hamps de veteurs
f(x) ∂∂x et la dérivation par rapport à la variable x sera notée ∂x.
La ohomologie équivariante est le prinipal outil utilisé dans et artile, les résultats
utilisés pourront être trouvés dans [Gro57℄.
2 Rappels sur les déformations équivariantes
Dénition 2.0.1 Soient G un groupe ni et Y un shéma. Un Y [G]-shéma (ou
A[G]-shéma si Y = SpecA) est un ouple (X → Y, i) où X est un Y -shéma et
i : G → AutY (X) est un homomorphisme de groupes. S'il n'y a pas de onfusion
possible, on notera aussi (X → Y,G), voire (X,G), le ouple (X → Y, i). Les Y [G]-
shémas forment une atégorie (les morphismes de Y [G]-shémas étant les morphismes
de Y -shémas ommutant à l'ation de G).
Soient k un orps, G un groupe ni et (X,G) un k[G]-shéma. Notons A la atégorie
des anneaux loaux artiniens de orps résiduel k. Une déformation G-équivariante de
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(X,G) est un diagramme artésien (dans la atégorie des Z[G]-shémas)
(X,G) //

(X , G)

Spec k // SpecA
où A est un objet de A et X → SpecA est un morphisme plat. Deux déformations
équivariantes (X , G) et (X ′, G) au-dessus de A sont dites isomorphes s'il existe un
A-morphisme équivariant f : (X , G) → (X ′, G) qui induit l'identité sur (X,G) (re-
marquons qu'alors f induit un isomorphisme X → X ′ d'après [Sh68℄, Lemma 3.3).
Dénition 2.0.2 Soient A′ un objet de A d'idéal maximal mA′ et a ⊂ A
′
un idéal
tel que mA′a = 0 ; notons A := A
′/a. Soit (X , G) une déformation G-équivariante de
(X,G) au-dessus de SpecA. Un relèvement équivariant de (X , G) à A′ est une défor-
mation équivariante (X ′, G) de (X,G) au-dessus de SpecA′ telle que (X ′, G)×SpecA′
SpecA ∼= (X , G).
On a alors un résultat de lassiation des relèvements équivariants en terme de
groupes de ohomologie.
Théorème 2.0.3 (Illusie) Soient k un orps, G un groupe ni, X un k-shéma noe-
thérien réduit et loalement d'intersetion omplète muni d'une ation de G. Notons
ΩX/k le faiseau des diérentielles relatives. Reprenons les notations de la dénition
2.0.2 et supposons qu'il existe une déformation G-équivariante (X , G) de (X,G) au-
dessus de SpecA.
1. Si (X ′, G) est un relèvement équivariant de (X , G) à SpecA′ alors le groupe
des automorphismes (de relèvement équivariant) de (X ′, G) est anoniquement
isomorphe à
a⊗k HomOX (ΩX/k,OX)
G.
2. S'il existe un relèvement de (X , G) à SpecA′ alors il y a une ation anonique
de a⊗kExt
1
G(ΩX/k,OX) sur l'ensemble des lasses d'équivalene de relèvements
(modulo isomorphisme) de (X , G) à SpecA′, faisant de e dernier un espae
prinipal homogène.
De plus, si X est le spetre d'un anneau loal omplet alors ΩX/k peut être remplaé
par le module des diérentielles omplété.
Ce résultat est bien onnu, on peut en trouver une preuve dans [Ill71, Ill72℄ où dans
[Wew℄.
L'ensemble des lasses d'isomorphies de relèvements de (X,G) à k[ε]/(ε2) (que
nous appellerons déformations du premier ordre) s'identie don naturellement à
Ext1G(ΩX/k,OX) ar il existe une déformation équivariante au-dessus de Speck[ε]/(ε
2)
(à savoir la déformation triviale (X,G)×Speck Speck[ε]/(ε
2)).
Nous nous limiterons à l'étude de l'ation des p-groupes en aratéristique p > 0,
ela étant en partie justié par le lemme suivant.
Lemme 2.0.4 Soient k un orps de aratéristique p > 0, X → Speck un morphisme
de type ni et G un groupe ni agissant sur X → Speck. Supposons que G possède
un unique sous-groupe de p-Sylow H (en partiulier, H est distingué dans G) alors
on a un isomorphisme anonique pour tout i ≥ 0
ExtiG(ΩX/k,OX)→ Ext
i
H(ΩX/k,OX)
G/H .
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Preuve : On a une suite exate
III
j,ℓ
2 = H
j(G/H,ExtℓH(ΩX/k,OX))
qui onverge vers Extj+ℓG (ΩX/k,OX). Or le ardinal de G/H est inversible dans k don
III
j,ℓ
2 = 0 pour tout j ≥ 1. Le résultat est don immédiat. 
Soit C → Speck une ourbe semi-stable sur un orps algébriquement los et mu-
nie de l'ation d'un groupe ni G. Alors on a, omme dans [BM00℄, un morphisme
loal-global reliant les déformations équivariantes globales du premier ordre aux défor-
mations équivariantes loales du premier ordre et s'insérant dans une suite exate
0→ H1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC))→ Ext
1
G(ΩC/k,OC)→
→ H0(C/G,Ext1G(ΩC/k,OC))→ H
2(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)).
D'autre part, omme C est une ourbe, on a H2(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)) = 0, e qui
donne une première ltration de Ext1G(ΩC/k,OC). Une ltration de e type a déjà été
utilisée dans [BM00℄ an d'obtenir la surjetivité du morphisme loal-global. Toute-
fois, dans le as des ourbes non irrédutibles, le faiseau Ext1G(ΩC/k,OC) n'est pas,
en général, à support dans un sous-shéma de dimension zéro (e sera le as si l'ation
est libre sur un ouvert dense) et ne fournit don pas de morphisme loal-global.
3 Étude des déformations loales
Nous nous intéressons dans ette setion aux déformations loales des ourbes semi-
stables.
3.1 Déformation des points lisses
Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p > 0. Notons R = k[[x]],
X = SpecR, Ω = k[[x]]dx le module des diérentielles omplété et νx la valuation
normalisée de R.
L'une des notions fondamentales dans l'étude des déformations équivariantes est
elle de onduteur, et plus généralement elle de suite de sauts de ramiation.
Dénition 3.1.1 SoitG un p-groupe ni agissant surX = SpecR. NotonsG0 l'image
de G dans AutX et
Gi := {σ ∈ G0|νx(σ(x) − x) ≥ i+ 1}
les groupes de ramiation supérieurs. La suite roissante m0, . . . ,mn−1 des entiers
j ∈ N tels que Gj 6= Gj+1 sera appelée la suite des sauts de ramiation. Si G0 6= {Id},
l'entier m0 sera appelé le onduteur de G (pour son ation sur R). Dans le as
ontraire, le onduteur de G sera par onvention ∞.
On remarquera que, dans la dénition préédente, on ne suppose pas que le groupe
G agit librement sur le orps des frations. Les groupes de ramiation onsidérés
sont don eux de l'image de G dans AutX .
Proposition 3.1.2 Soit G un p-groupe ni agissant sur X = SpecR. Notons G0
l'image de G dans AutX et supposons le non trivial. Alors la suite m0, . . . ,mn−1 des
sauts de ramiation vérie les propriétés suivantes :
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(i) Pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1} on a mj = m0 mod p.
(ii) On a p ∤ m0.
(iii) Si G est ylique alors |G0| = pn.
Preuve : (i) f. [Ser62℄ Proposition IV.2.11. (ii) Soit σ ∈ G d'ordre p. La théorie
d'Artin-Shreier permet de voir que m := νx(σ(x)−x)−1 est premier à p. Le résultat
déoule alors du point (i) ar m est un saut de la ltration de ramiation de G.
(iii) Les groupes Gi sont yliques ar G est ylique et omme Gi/Gi+1 est un
produit diret de groupes yliques d'ordre p d'après [Ser62℄ Corollaire IV.2.3, on a
Gi/Gi+1 = 0 ou Gi/Gi+1 = Z/pZ. Le résultat est don immédiat. 
Exemple 3.1.3 Soient k un orps de aratéristique p et m un entier premier à p.
Soit σ un générateur de Z/pZ. Dénissons une ation à gauhe de Z/pZ sur k[[x]] par
σi(x) =
x
(1 + ixm)1/m
.
On montre aisément que ei dénit une ation de Z/pZ sur k[[x]] de onduteur m.
Notons
∂
∂x la base de HomR(Ω, R) telle que
∂
∂x(dx) = 1. On a alors
σi(dx) =
1
(1 + ixm)1+1/m
dx, σi
(
∂
∂x
)
= (1 + ixm)1+1/m
∂
∂x
(ar
(
σi
(
∂
∂x
))
(dx) = σi
(
∂
∂x (σ
−i(dx))
)
). D'autre part on peut montrer que, quitte à
hanger d'uniformisante x, toute ation dèle de Z/pZ sur k[[x]] ayant un onduteur
m est de ette forme (f. [BM00℄, Lemme 4.2.1).
Pour tout nombre réel α, notons ⌊α⌋ la partie entière inférieure de α et ⌈α⌉ la partie
entière supérieure. On peut alors aluler la dimension de l'espae tangent au fonteur
des déformations équivariantes dans le as ylique.
Théorème 3.1.4 ([BM00℄, Théorème 4.1.1) Soient G un groupe ylique d'ordre
pn agissant dèlement sur SpecR et d la valuation de la diérente de l'extension
R/RG. On a
dimk Ext
1
G(Ω, R) =
⌊
2d
pn
⌋
−
⌈
d
pn
⌉
.
Nous aurons besoin par la suite de savoir s'il existe des éléments de Ext1G(Ω, R) pos-
sédant ertaines propriétés. Plus préisément, nous aurons besoin du résultat suivant.
Théorème 3.1.5 Soient G un p-groupe ylique agissant sur X = SpecR, G0 l'image
de G dans AutX et d la valuation de la diérente de l'extension R/RG. Alors il existe
une base φ du R-module Hom(Ω, R) telle que TrGφ = 0 si et seulement si 2d+ 1 6= 0
mod |G0| ou si G 6= G0.
Avant de passer à la démonstration du théorème, nous avons besoin de quelques
résultats préliminaires.
Lemme 3.1.6 Soient G ⊂ Autk(R) un groupe ni et H ⊂ G un sous-groupe distin-
gué. Notons y :=
∏
σ∈H σ(x). Pour tout φ ∈ HomR(Ω, R) on a
TrGφ :=
∑
σ∈G
σ.φ = TrG/H
(
(TrHφ) (dy)
∂
∂y
)
.
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Preuve : C'est un orollaire immédiat de la multipliativité de la diérente (qui permet
de voir que
∂
∂x =
∂
∂x(dy)
∂
∂y ) et du fait que TrG = TrG/H ◦ TrH . 
Lemme 3.1.7 Soient G un groupe ylique d'ordre pn agissant dèlement sur R
et m0, . . . ,mn−1 la suite des sauts de ramiation. Soient f ∈ R, ℓ := νx(f) et
z :=
∏
τ∈G τ(x). Supposons que 2m0 + 1 = 0 mod p et que
ℓ+
n−2∑
i=0
pi(2mn−i−1 + 1) = 0 mod p
n
alors
νz
((
TrGf
∂
∂x
)
(dz)
)
=
1
pn
(
ℓ+ (p− 1)
(
n−1∑
i=0
(2mn−1−i + 1)p
i
))
.
Preuve : On voit que ette propriété ne dépend pas de l'uniformisante x, on pourra
don s'autoriser à en hanger.
Nous allons montrer e lemme par réurrene sur n. Supposons n = 1, notons σ un
générateur de G et érivons f =
∑∞
i=ℓ aix
i
. Les hypothèses du lemme impliquent que
p|ℓ.
Quitte à hanger d'uniformisante, on peut supposer (f. l'exemple 3.1.3) que l'ation
de G est donnée par
σ(x) =
x
(1 + xm0)1/m0
.
On a don (
TrGf
∂
∂x
)
(dx) =
p−1∑
q=0
∞∑
i=ℓ
aix
i(1 + qxm0)1+1/m0−i/m0 .
Notons
(
α
n
)
les oeients binmiaux. On a
p−1∑
q=0
(1 + qxm0)1+1/m0−i/m0 =
∞∑
j=0
(
1+1/m0−i/m0
j
)
xm0j
p−1∑
q=0
qj︸ ︷︷ ︸
=
{
0 si p − 1|j
1 sinon
= −
∞∑
j′=1
(
1+1/m0−i/m0
(p−1)j′
)
xm0(p−1)j
′
.
Le terme de degré m0(p− 1) + ℓ de
(
TrGf
∂
∂x
)
(dx) est don
aℓ
(
1+1/m0−ℓ/m0
(p−1)
)
.
Ce terme est non nul ar aℓ 6= 0 et le terme binmial est non nul ar ℓ = 2m0+1 = 0
mod p.
En érivant dz = ∂∂x (dz)dx et en utilisant la k[[x]]-linéarité de TrG(f
∂
∂x) on déduit
νx
((
TrGf
∂
∂x
)
(dz)
)
= νx
(
∂
∂x
(dz)
)
+ νx
((
TrGf
∂
∂x
)
(dx)
)
= (m0 + 1)(p− 1) + ℓ +m0(p− 1).
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On a don νz
((
TrGf
∂
∂x
)
(dz)
)
= 1p (ℓ+(2m0+1)(p−1)) ar k[[x]]/k[[z]] est totalement
ramiée de degré p.
Supposons le résultat démontré au rang n et montrons-le au rang n+ 1. On a alors
ℓ+ (p− 1)
n−1∑
i=0
pi(2mn−i + 1) = 0 mod p
n+1
et 2mn + 1 = 0 mod p ar mn = m0 mod p (f. proposition 3.1.2). Notons H un
sous-groupe de G d'ordre p et y :=
∏
σ∈H σ(x). D'après le alul eetué pour n = 1
on trouve
νy
((
TrHf
∂
∂x
)
(dy)
)
=
1
p
(ℓ + (2mn + 1)(p− 1))
('est bien un entier ar ℓ+ (p− 1)(2mn + 1) = 0 mod p).
Notons Q :=
(
TrHf
∂
∂x
)
(dy) et ℓ′ := νy(Q), on a
ℓ′ + (p− 1)
n−2∑
i=0
pi(2mn−1−i + 1) = 0 mod p
n.
On peut don appliquer l'hypothèse de réurrene à Q ∂∂y et on trouve
νz
((
TrG/HQ
∂
∂y
)
(dz)
)
=
1
pn
(
νy(Q) + (p− 1)
n−1∑
i=0
pi(2mn−i−1 + 1)
)
ar les sauts de ramiation pour l'ation de G/H sur k[[y]] sont donnés par la suite
{m0, . . . ,mn−1} d'après [Ser62℄ Corollaire IV.1. Le lemme 3.1.6 permet d'érire
νz
((
TrGf
∂
∂x
)
(dz)
)
= νz
((
TrG/HQ
∂
∂y
)
(dz)
)
=
1
pn
(
1
p
(ℓ+ (p− 1)(2mn + 1)) + (p− 1)
n−1∑
i=0
pi(2mn−i−1 + 1)
)
e qui démontre le résultat. 
Lemme 3.1.8 Soit σ un automorphisme d'ordre p de k[[x]] de onduteur m < ∞.
Supposons que 2m+1 = 0 mod p et donnons-nous q ∈ N premier à p. Alors il existe
f ∈ k[[x]] tel que νx(f) = q et Tr〈σ〉f
∂
∂x = 0.
Preuve : Notons z :=
∏p−1
i=0 σ
i(x) et
θ : Homk[[x]](k[[x]]dx, k[[x]]) → k[[z]] = k[[x]]
〈σ〉
l'appliation dénie par θ(φ) :=
(
Tr〈σ〉φ
)
(dz) (elle est bien à valeurs dans k[[z]] ar
θ(φ) est xe sous σ). L'appliation θ est un morphisme de k[[z]]-modules et son image
est un sous-k[[z]]-module de k[[z]], don Im θ est de la forme zrk[[z]]. Montrons, par
l'absurde, que r = 1p (2m+ 1)(p− 1).
D'après le lemme 3.1.7 (as n = 1) on a 1p (2m + 1)(p − 1) = νz
(
θ( ∂∂x )
)
et don
r < 1p (2m + 1)(p− 1). Soit h ∈ k[[x]] telle que νz(θ(h
∂
∂x)) = r. On a néessairement
νx(h) > 0 ar sinon le lemme 3.1.7 imposerait r = νz(θ(h
∂
∂x )) =
1
p (2m + 1)(p − 1)
7
e qui est absurde. Or h + 1 est non nulle en zéro don on a νz(θ((h + 1)
∂
∂x ))) =
1
p (2m+ 1)(p− 1) d'après le lemme 3.1.7. Mais on a
νz
(
θ
(
(h+ 1)
∂
∂x
))
= νz
(
θ
(
h
∂
∂x
)
+ θ
(
∂
∂x
))
= νz
(
θ
(
h
∂
∂x
))
= r
ar νz(θ(h
∂
∂x )) = r <
1
p (2m + 1)(p − 1) = νz(θ(
∂
∂x)). On a don bien r =
1
p (2m +
1)(p− 1).
Par suite, notons q = q′+ℓp ave 1 ≤ q′ ≤ p−1. Posons h := θ(xq
′ ∂
∂x ) ∈ k[[z]]. Alors
g := h/θ( ∂∂x ) ∈ k[[z]] ar θ
(
∂
∂x
)
engendre l'image de θ (en tant que k[[z]]-module).
Notons f := zℓ(xq
′
− g) ∈ k[[x]]. On a alors
θ
(
f
∂
∂x
)
= θ
(
zℓ(xq
′
− g)
∂
∂x
)
= zℓ
(
h− gθ
(
∂
∂x
))
= 0,
'est-à-dire Tr〈σ〉f
∂
∂x = 0 (ar l'évaluation en dz est injetive). De plus, ela prouve
que νz(g) > 0 ar dans le as ontraire on aurait νx(x
q′ − g) = 0 e qui impose, par
le lemme 3.1.7, que
νz
(
θ
(
(xq
′
− g)
∂
∂x
))
=
1
p
(p− 1)(2m+ 1) <∞
e qui est absurde. On a don νx(g) ≥ p et
νx(f) = νx(z
ℓ(xq
′
− g)) = νx(z
ℓ) + νx(x
q′ − g) = pℓ+ νx(x
q′ ) = q
ar q′ < p ≤ νx(g). 
Preuve du théorème 3.1.5 : Si G0 6= G alors le résultat est trivial ar TrG = 0. On
peut don supposer que G = G0 ('est-à-dire que l'ation est dèle).
Notons m0, . . . ,mn−1 la suite des sauts de ramiation. On a alors
d = (p− 1)
n−1∑
i=0
pi(mn−i−1 + 1)
(ar d =
∑
i card(Gi)− 1, f. par exemple [Ser62℄ Chap IV, 2, Proposition 4) et
2d+ 1 = pn + (p− 1)
n−1∑
i=0
pi(2mn−i−1 + 1).
C'est sous ette forme que nous allons utiliser la diérente.
Si 2d+ 1 = 0 mod pn, don
∑n−1
i=0 p
i(2mn−i−1 + 1) = 0 mod p
n
(en partiulier on
a 2m0 + 1 = 0 mod p), alors d'après le lemme 3.1.7, pour tout f ∈ k[[x]] inversible
on a
νz
((
TrGf
∂
∂x
)
(dz)
)
=
1
pn
(
(p− 1)
(
n−1∑
i=0
(2mn−1−i + 1)p
i
))
<∞,
et don TrG
(
f ∂∂x
)
6= 0.
Supposons maintenant que
∑n−1
i=0 p
i(2mn−i−1+1) 6= 0 mod pn. Nous allons exhiber
φ omme dans l'énoné du théorème. Dans un premier temps, nous allons supposer
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de plus que 2m0 + 1 6= 0 mod p. Soit σ ∈ G un élément d'ordre p. Si mn−1 = −1
mod p alors on pose b := −1 et a := (1 +mn−1)/p ∈ N de sorte que ap+ bmn−1 = 1.
Si mn−1 6= −1 mod p alors il existe a, b ∈ Z tel que ap+ bmn−1 = 1 et 1 ≤ b < p− 2
(ar 2mn−1 + 1 6= 0 mod p). Quitte à hanger d'uniformisante x, on peut supposer
que l'ation de σ est donnée par
σ(x) =
x
(1 + xmn−1)1/mn−1
.
Posons
φ :=
(
−1 + xmn−1(p−1)
)a/mn−1 ∂
∂x
.
On a
(
Tr〈σ〉φ
)
(dx) =
p−1∑
q=0
(
−1 +
xmn−1(p−1)
(1 + qxmn−1)p−1
)a/mn−1
(1 + qxmn−1)1/mn−1+1
=
(
−1 + xmn−1(p−1)
)a/mn−1 p−1∑
q=0
(1 + qxmn−1)(b+1)
=
(
−1 + xmn−1(p−1)
)a/mn−1 b+1∑
i=0
(
b+1
i
)
ximn−1
p−1∑
q=0
qi.︸ ︷︷ ︸
=0 ar i≤b+1<p−1
Or
TrGφ = TrG/〈σ〉
(
Tr〈σ〉φ
)
= 0
et omme φ est une base de Hom(Ω, R), on a prouvé le lemme dans le as 2m0+1 = 0
mod p.
Supposons nalement que
∑n−1
i=0 p
i(2mn−i−1 + 1) 6= 0 mod pn et que 2m0 + 1 = 0
mod p. En partiulier on a pn−1(2m0 + 1) = 0 mod p
n
. Notons
n0 := min
{
1 ≤ j ≤ n− 1|
j−1∑
i=0
pi(2mn−i−1 + 1) 6= 0 mod p
j+1
}
,
l'ensemble de droite est non vide ar il ontient n− 1. On a n0 > 1 ar 2mn−1 + 1 =
2m0 + 1 = 0 mod p. Par minimalité de n0 (et omme n0 > 1) on a
n0−2∑
i=0
pi(2mn−i−1 + 1) = 0 mod p
n0 .
Notons y :=
∏
σ∈Gn0
σ(x). Le lemme 3.1.7 nous donne
q := νy
((
TrGn0
∂
∂x
)
(dy)
)
=
1
pn0
(
(p− 1)
n0−1∑
i=0
pi(2mn0−1−i + 1)
)
et don q 6= 0 mod p par dénition de n0. Soit σ un automorphisme d'ordre p de
G/Gn0 (il en existe ar n0 > 1). Notons h :=
(
TrGn0
∂
∂x
)
(dy) et f ∈ k[[y]] tel que
νy(f) = q et Tr〈σ〉f
∂
∂y = 0 (il en existe d'après le lemme 3.1.8). Comme h et f ont
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même valuation, f/h est un inversible de k[[y]] don, en appliquant le lemme 3.1.6,
on a
TrGn0−1
f/h
∂
∂x
= Tr〈σ〉
((
TrGn0
f/h
∂
∂x
)
(dy)
∂
∂y
)
= Tr〈σ〉
(
f/h
(
TrGn0
∂
∂x
)
(dy)
∂
∂y
)
ar f/h ∈ k[[x]]Gn0 = k[[y]]
= Tr〈σ〉
(
f
∂
∂y
)
par dénition de h
= 0 par dénition de f.
Par suite, on trouve que TrG
(
f/h ∂∂x
)
= 0. 
Si on suppose G ylique, les éléments φ ∈ HomR(Ω, R) tels que TrGφ = 0 possèdent
une interprétation simple. En eet, si G est engendré par σ alors on a l'égalité
H1(G,HomR(Ω, R)) = {φ ∈ HomR(Ω, R)|TrGφ = 0}/{φ− σφ}φ.
Notons X = Speck[ε]/(ε2)[[x]] et hoisissons φ ∈ Hom(Ω, R) tel que TrGφ = 0. La
déformation équivariante dénie par φ est donnée par
σiφ(x) := σ
i(x) + ε
i∑
j=1
σj (φ) (dx).
Par suite, si φ(dx) 6∈ xk[[x]] alors σφ(x) 6∈ xk[ε]/(ε2)[[x]]. D'autre part, si on a
une déformation équivariante dénie par φ ∈ H1(G,HomR(Ω, R)) telle que σφ(x) 6∈
xk[ε]/(ε2)[[x]] alors φ(dx) 6∈ xk[[x]].
L'existene d'une base φ ∈ Hom(Ω, R) telle que TrGφ = 0 sera partiulièrement
importante quand il s'agira d'étudier les déformations équivariantes du point double.
3.2 Déformation des points doubles
Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p. Considérons l'anneau R =
k[[x, y]]/(xy) et notons R′ = k[[x]]× k[[y]] sa normalisée, X = SpecR, X ′ = SpecR′,
Ω le omplété de ΩX/k et Ω
′
le omplété de ΩX′/k.
Dénition 3.2.1 Reprenons les notations i-dessus. Les omposantes onnexes de
X ′ seront appelées branhes de X .
Dénition 3.2.2 Soit G un p-groupe agissant sur X . Notons H le sous-groupe de G
formé des éléments ne permutant pas les branhes. Notons m et m′ les onduteurs
de H sur haque branhe de X (voir la dénition 3.1.1), d et d′ les diérentes. Le
ouple (m,m′) sera appelé onduteur de G sur X et le ouple (d, d′) la diérente de
G sur X .
On peut remarquer que la notation préédente fait référene à un ordre sur les
branhes. Dans les faits, la première oordonnée de haque ouple sera toujours rela-
tive à l'ation sur x et la deuxième à l'ation sur y.
Exemple 3.2.3 Soient m,m′ ∈ N deux entiers premiers à p et σ un générateur de
Z/pZ. Dénissons une ation de Z/pZ sur k[[x, y]]/(xy) par σi(x) = x
(1+ixm)1/m
et
σi(y) = y
(1+iym′ )1/m′
. On montre aisément que ei dénit une ation de Z/pZ sur
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X de onduteur (m,m′). De la même manière que dans l'exemple 3.1.3, on peut
montrer que, quitte à hanger d'uniformisante, toutes les ations de Z/pZ sur X qui
sont dèles sur haune des branhes de X sont de ette forme.
Nous aurons besoin dans la suite des expressions des automorphismes en fontion des
paramètres uniformisants, ei est donné par le lemme suivant qui xera également
les notations. On prendra garde au fait que l'ation à gauhe sur le shéma donne
une ation à droite sur l'anneau de fontions. Toutefois l'automorphisme σ du shéma
sera enore noté σ lorsqu'il agira sur l'anneau de fontions (pour ne pas alourdir les
notations).
Lemme 3.2.4 Soit σ un k-automorphisme de R qui xe les branhes. Alors il existe
des séries formelles uniques P0 ∈ xk[[x]] et P1 ∈ yk[[y]] telles que σ soit déni par
σ(x) = P0(x) σ(y) = P1(y).
Preuve : Comme σ n'éhange pas les branhes, l'image de x est dans l'idéal premier
engendré par x et omme xy = 0, on obtient le résultat. L'uniité est immédiate. 
Pour un automorphisme σ de X ne permutant pas les branhes, le lemme préédent
permet de onsidérer σ(x) (resp. σ(y)) omme une série formelle en x (resp. en y). Si
σ est d'ordre n on voit que le terme de degré 1 de la série formelle σ(x) est une raine
n-ième de l'unité.
Nous allons répartir les déformations équivariantes en deux lasses de nature dif-
férente. Pour ela, souvenons-nous que toute déformation (non équivariante) de X au-
dessus d'un anneau artinienA dont le orps résiduel est k est de la forme SpecA[[x, y]]/(xy−
a) ave a ∈ A (f. [DM69℄). Il est don naturel de poser la dénition suivante.
Dénition 3.2.5 Soient A un objet de A et (X → SpecA,G) une déformation équiv-
ariante de (X,G). On dira que (X , G) est une déformation topologiquement triviale si
X ∼= SpecA[[x, y]]/(xy) en tant que shéma.
La suite spetrale II
j,ℓ
2 := H
j(G,Extℓ(Ω, R)) fournit une suite exate
0→ H1(G,Ext0(Ω, R))→ Ext1G(Ω, R)
ép
→ H0(G,Ext1(Ω, R)). (3.2.1)
Les déformations équivariantes du premier ordre dont l'image dans Ext1(Ω, R) est
nulle sont les déformations topologiquement triviales, elles-i s'identient don ave
le groupe H1(G,Ext0(Ω, R)).
Nous allons maintenant dérire l'espae H1(G,Ext0(Ω, R)) en terme des déforma-
tions de la normalisée. Ensuite, nous alulerons la dimension de Im ép.
3.2.1 Lien ave la normalisée
Soient X = Speck[[x, y]]/(xy) et G un p-groupe agissant sur X . Nous allons déom-
poser l'espae H1(G,Ext0(Ω, R)) grâe à la suite exate (3.2.4) et aux propositions
3.2.8 et 3.2.10.
Lemme 3.2.6 On a une suite exate anonique
0→ HomR(Ω, R)→ HomR′(Ω
′, R′)→ HomR(Ω, R
′/R)→ 0. (3.2.2)
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Notons
∂
∂x (resp.
∂
∂y ) l'élément de HomR′(Ω
′, R′) tel que ∂∂x(dx) = 1 et
∂
∂x(dy) = 0
(resp.
∂
∂y (dy) = 1 et
∂
∂y (dx) = 0). Alors on a une identiation naturelle
HomR(Ω, R) ∼= xk[[x]]
∂
∂x
⊕ yk[[y]]
∂
∂y
. (3.2.3)
Preuve : On montre aisément qu'on a un isomorphisme anonique
HomR(Ω
′, R′)→ HomR(Ω, R
′).
D'autre part, on a une suite exate de R[G]-modules
0→ R→ R′ → R′/R→ 0.
En appliquant le fonteur HomR(Ω, •) à ette suite exate, on obtient une suite exate
longue
0→ HomR(Ω, R)→ HomR′(Ω
′, R′)→ HomR(Ω, R
′/R)→ . . .
Il sut don de montrer que la dernière èhe est surjetive. Or on voit que l'espae
vetoriel HomR(Ω, R
′/R) est engendré par les images de ∂∂x et
∂
∂y . 
La desription préédente permet, dans une large mesure, de se ramener au as où
G agit sur X sans permuter les branhes. En eet, on a le orollaire suivant.
Corollaire 3.2.7 Soient G un groupe ni agissant sur X et H le sous-groupe de G
onstitué des éléments ne permutant pas les branhes de X. Alors H est distingué
dans G et le morphisme anonique
Ext1G(Ω, R)→ Ext
1
H(Ω, R)
G/H
est un isomorphisme.
Preuve : Le fait que H est un sous-groupe distingué est évident. La suite spetrale
III
j,ℓ
2 := H
j(G/H,Extℓ(Ω, R)) fournit une suite exate
0→ H1(G/H,Ext0H(Ω, R))→ Ext
1
G(Ω, R)→ H
0(G/H,Ext1H(Ω, R))→
H2(G/H,Ext0H(Ω, R)).
Il est alors aisé de voir, grâe à l'isomorphisme (3.2.3), que Ext0H(Ω, R) est un k[G/H ]-
module libre ar G/H éhange les branhes analytiques de X/H (et ne fait que ça)
don pour j ≥ 1 on a
Hj(G/H,Ext0H(Ω, R)) = 0.

Nous nous limiterons don désormais au as où les groupes agissent sans permuter
les branhes (e qui est le as général quand on se restreint aux ations des p-groupes).
En onsidérant les éléments xes sous l'ation de G dans la suite exate (3.2.2), on
obtient une suite exate
0→ HomR(Ω, R)
G → HomR′(Ω
′, R′)G → HomR(Ω, R
′/R)G →
→ H1(G,HomR(Ω, R))→ H
1(G,HomR′(Ω
′, R′))→ H1(G,HomR(Ω, R
′/R)).
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Notons φx et φy les 1-oyles G → HomR(Ω, R) dénis par φx(σ) =
∂
∂x − σ
∂
∂x
et φy(σ) =
∂
∂y − σ
∂
∂y (dont on montre qu'ils sont eetivement à valeurs dans
HomR(Ω, R)). On voit alors que le morphisme
HomR(Ω, R
′/R)G → H1(G,HomR(Ω, R))
se fatorise par
(kφx ⊕ kφy)
G → H1(G,HomR(Ω, R)).
Finalement, on a une suite exate
(kφx ⊕ kφy)
G → H1(G,HomR(Ω, R))→ H
1(G,HomR′(Ω
′, R′))→
H1(G,HomR(Ω, R
′/R)). (3.2.4)
Nous allons maintenant préiser le noyau du morphisme
H1(G,HomR(Ω, R))→ H
1(G,HomR′(Ω
′, R′)).
Proposition 3.2.8 Soit G un p-groupe agissant sur X ave onduteur (m,m′) et
sans permuter les branhes.
(i) Si m <∞ et m+ 1 6= 0 mod p (resp. m′ <∞ et m′ + 1 6= 0 mod p), alors φx
(resp. φy) est non nul dans H
1(G,HomR(Ω, R)).
De plus, si m < ∞, m + 1 6= 0 mod p, m′ < ∞ et m′ + 1 6= 0 mod p alors
les images de φx et de φy dans H
1(G,HomR(Ω, R)) sont linéairement indépen-
dantes.
(ii) Si G est un groupe p-ylique et si m + 1 = 0 mod p ou m = ∞ alors φx est
nul dans H1(G,HomR(Ω, R)).
Preuve : Démontrons tout d'abord le point (i). Supposons que m <∞ et m+ 1 6= 0
mod p. Soit σ ∈ G un élément tel que νx(σ(x)−x) = m+1 (sur la normalisée de X).
Notons σ(x) = x+ am+1x
m+1 + . . .. On a alors
φx(σ)(dx) = 1−
1
∂x(σ(x))
= 1− (1 − (m+ 1)am+1x
m + . . .)
et don νx(φx(σ)(dx)) = νx((m+ 1)am+1x
m) = m. Si φx est nul dans
H1(G,HomR(Ω, R))
alors il existe f ∈ xk[[x]] tel que pour tout τ ∈ G on a φx(τ) = f
∂
∂x − τ
(
f ∂∂x
)
(ar
HomR(Ω, R) ∼= xk[[x]]
∂
∂x ⊕ yk[[y]]
∂
∂y , f. l'isomorphisme (3.2.3)). Soit n > 0, on a(
xn
∂
∂x
− σ
(
xn
∂
∂x
))
(dx) = xn −
σ(x)n
∂xσ(x)
=
xn∂xσ(x) − σ(x)n
∂xσ(x)
=
xn(1 + (m+ 1)am+1x
m − (1 + am+1xm + . . .)n)
∂xσ(x)
Par suite, on trouve que
νx
(
xn
∂
∂x
− σ
(
xn
∂
∂x
))
(dx) ≥ n+m
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et par linéarité
νx
((
f
∂
∂x
− σ
(
f
∂
∂x
))
(dx)
)
> m
e qui est absurde don φx 6= 0 dans H1(G,HomR(Ω, R)).
D'autre part, omme HomR(Ω, R) ∼= xk[[x]]
∂
∂x ⊕ yk[[y]]
∂
∂y et que G n'éhange pas
les branhes analytiques, si φx et φy sont non nuls dans H
1(G,Hom(Ω, R)) alors ils
sont libres.
Passons à la démonstration du point (ii). Le as m =∞ est trivial ar alors φx = 0.
Supposons m + 1 = 0 mod p. Quitte à hanger d'uniformisante, on peut supposer
que σ(x) = x
(1+xm)1/m
(f. exemple 3.2.3). Posons f := (1− xm(p−1))
m+1
pm − 1 (qui est
bien dénie ar p|m+ 1). On a
σi
(
f
∂
∂x
)
=
(
1−
xm(p−1)
(1 + ixm)p−1
)m+1
pm
(1 + ixm)1+1/m
∂
∂x
− σi
(
∂
∂x
)
= (1− xm(p−1))
m+1
pm (1 + ixm)1−p
m+1
pm +1/m
∂
∂x
− σi
(
∂
∂x
)
= f
∂
∂x
+
∂
∂x
− σi
(
∂
∂x
)
.
On a don f ∈ xR et
f
∂
∂x
− σi
(
f
∂
∂x
)
= −φx
e qui prouve que φx est nul dans H
1(G,Hom(Ω, R)). 
Corollaire 3.2.9 Soit G un groupe p-ylique agissant sur X sans permuter les
branhes et ave un onduteur (m,m′) (m,m′ ∈ N ∪ {∞}). Notons
a =
{
0 si m <∞ et m+ 1 6= 0 mod p
1 sinon
a′ =
{
0 si m′ <∞ et m′ + 1 6= 0 mod p
1 sinon .
Alors le noyau du morphisme HomR(Ω, R
′/R)G → H1(G,HomR(Ω, R)) est de dimen-
sion a+ a′.
Preuve : Le morphisme HomR(Ω, R
′/R)G → H1(G,HomR(Ω, R)) s'identie au mor-
phisme omposé
k
∂
∂x
⊕ k
∂
∂y
→ kφx ⊕ kφy → H
1(G,HomR(Ω, R)).
Le résultat est don un orollaire immédiat de la proposition préédente ar φx est
nul (en tant qu'appliation G→ Hom(Ω, R)) si et seulement si m =∞. 
Proposition 3.2.10 Soit G un groupe ylique agissant sur X sans permuter les
branhes et ave une diérente (d, d′). Notons Gx,0 l'image de G dans Aut k((x)).
Alors l'image du morphisme
H1(G,Homk[[x]](k[[x]]dx, k[[x]])) → H
1(G,Ext0R(Ω, R
′/R))
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est nulle si 2d+1 = 0 mod |Gx,0| et si Gx,0 = G, et de dimension 1 sinon. De plus, les
images de H1(G,Homk[[x]](k[[x]]dx, k[[x]])) et H
1(G,Homk[[y]](k[[y]]dy, k[[y]])) dans
H1(G,Ext0R(Ω, R
′/R)) sont en somme direte.
Preuve : D'après le théorème 3.1.5, on peut trouver un hamp de veteurs f ∂∂x ∈
Homk[[x]](k[[x]]dx, k[[x]]) ave f(0) 6= 0 et TrG
(
f ∂∂x
)
= 0 si et seulement si 2d +
1 6= 0 mod |Gx,0| ou Gx,0 6= G. Supposons qu'il existe un tel élément. Comme G
agit trivialement sur Ext0R(Ω, R
′/R), on voit que l'image de f ∂∂x est non nulle dans
H1(G,Ext0R(Ω, R
′/R)).
D'autre part, omme G est ylique et agit trivialement sur Ext0R(Ω, R
′/R), on a
H1(G,Ext0R(Ω, R
′/R)) ∼= Ext0R(Ω, R
′/R), l'image est don au plus de dimension 1.
La dernière assertion est une onséquene immédiate de la desription de l'espae
vetoriel Ext0R(Ω, R
′/R) provenant de l'isomorphisme (3.2.3) qui donne un isomor-
phisme anonique H1(G,Ext0R(Ω, R
′/R)) ∼= k ∂∂x ⊕ k
∂
∂y . 
Corollaire 3.2.11 Soit G un groupe p-ylique agissant sur X sans permuter les
branhes et librement sur un ouvert dense (omme dans l'exemple 3.2.3). Notons
(m,m′) le onduteur de G. Alors
dimk H
1(G,Ext0(Ω, R)) = m+m′ + 2 +
⌊
m
p
⌋
−
⌈
2m+ 1
p
⌉
+
⌊
m′
p
⌋
−
⌈
2m′ + 1
p
⌉
.
Preuve : C'est un onséquene immédiate du théorème 3.1.4 et des propositions 3.2.8
et 3.2.10. 
Remarque 3.2.12 On peut noter que, dans le as général, le k-espae vetoriel
H1(G,HomR′(Ω
′, R′)) n'est pas de dimension nie (il l'est si l'ation de G n'est triviale
sur auune branhe).
3.2.2 Épaississement de la singularité
Nous allons maintenant nous intéresser à l'épaississement de la singularité, 'est-à-
dire à l'image du morphisme ép déni dans la suite (3.2.1). Notre but est d'arriver au
théorème 3.2.18 qui dérit l'existene de relèvements équivariants non topologique-
ment triviaux.
Comme d'habitude, nous nous plaçons dans la as où G est un p-groupe. On voit
alors aisément que H0(G,Ext1(Ω, R)) est un k-espae vetoriel de dimension 1 égal à
Ext1(Ω, R).
Nous allons voir maintenant à quelles onditions un automorphisme peut se relever
en un automorphisme d'une déformation non topologiquement triviale. Avant ela,
nous avons besoin de quelques lemmes préliminaires.
Lemme 3.2.13 Soient σ un automorphisme de X ne permutant pas les branhes.
Notons
X = Speck[ε]/(ε2)[[x, y]]/(xy − ε).
Soit σε un relèvement de σ à X , alors il existe hσ,0 ∈ xk[[x]] et hσ,1 ∈ yk[[y]] tels que
σε(x) = σ(x) − ε
σ(y)− y
yσ(y)
+ εhσ,0(x), (3.2.5)
σε(y) = σ(y) − ε
σ(x)− x
xσ(x)
+ εhσ,1(y). (3.2.6)
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De plus, pour tout hσ,0 ∈ xk[[x]] et hσ,1 ∈ ta[[y]], il existe un automorphisme σε :
X → X donné par les équations (3.2.5) et (3.2.6).
Preuve : Notons enore σ(x) et σ(y) les relèvements triviaux de σ(x) et σ(y) à k[ε][[x]]
et k[ε][[y]]. Comme σε relève σ, on a σε(x) − σ(x) = 0 mod ε. Par suite, il existe
hσ,0 ∈ xk[[x]] et eσ,0 ∈ k[[y]] uniques tels que
σε(x) − σ(x) = ε(eσ,0(y)− hσ,0(x)).
De même, il existe hσ,1 ∈ yk[[y]] et eσ,1 ∈ k[[x]] uniques tels que
σε(y)− σ(y) = ε(eσ,1(x)− hσ,1(y)).
Or σε est un automorphisme de k[ε][[x, y]]/(xy−ε) don σε(xy−ε) = 0 mod (xy−ε).
En exprimant ette égalité, on obtient les équations (3.2.5) et (3.2.6) en faisant un
développement limité à l'ordre 1. La réiproque se démontre de la même manière. 
Dans le as de l'ation d'un groupe, les séries formelles hσ,0 et hσ,1 du lemme préé-
dent doivent vérier ertaines onditions de ompatibilité lorsque σ varie dans G.
Pour des raisons tehniques, il est plus ommode de poser fσ,0(x) = (∂xσ(x))hσ,0(x)
et fσ,1(y) = (∂yσ(y))hσ,1(y).
Proposition 3.2.14 Soit G un p-groupe ni agissant sur X sans permuter les bran-
hes. Pour tout σ ∈ G, notons vσ,0 (resp. vσ,1) le terme de degré 2 dans la déom-
position de σ(x) (resp. σ(y)). Alors il existe un relèvement de l'ation de G à X si
et seulement s'il existe des séries formelles fσ,0 ∈ xk[[x]] et fσ,1 ∈ yk[[y]] pour tout
σ ∈ G vériant
fστ,0(x) =
(
1−
1
(∂xτ)(σ(x))
)
vσ,1
∂xσ(x)
+ fσ,0(x) +
1
∂xσ(x)
fτ,0(σ(x)) (3.2.7)
fστ,1(y) =
(
1−
1
(∂yτ)(σ(y))
)
vσ,0
∂yσ(y)
+ fσ,1(y) +
1
∂yσ(y)
fτ,1(σ(y)) (3.2.8)
où (∂xτ)(σ(x)) désigne l'évaluation de la série formelle ∂x(τ(x)) en σ(x).
Preuve : Montrons que 'est une ondition néessaire. Supposons qu'il existe un relève-
ment de l'ation de G à X . Pour tout σ ∈ G notons σε le relèvement de σ à X déni par
le relèvement de G. D'après le lemme 3.2.13, pour tout σ ∈ G il existe hσ,0 ∈ xk[[x]]
et hσ,1 ∈ yk[[y]] telles que le relèvement σε de σ à X vérie les équations (3.2.5) et
(3.2.6).
De plus, omme on a supposé que G agit sur X , on a, pour tout σ, τ ∈ G
(σ ◦ τ)ε = σε ◦ τε.
Un développement limité à l'ordre 1 (diret mais assez pénible à ause des omposi-
tions de morphismes) permet de trouver
hστ,0(x) = ((∂xτ)(σ(x)) − 1)vσ,1 + hσ,0(x)(∂xτ)(σ(x)) + hσ,0(σ(x)).
Par suite, en posant fρ,0(x) =
hρ,0(x)
∂xρ(x)
pour tout ρ ∈ G on trouve la formule (3.2.7).
Des aluls similaires onduisent à formule (3.2.8). Ces mêmes aluls montrent que
les onditions (3.2.7) et (3.2.8) sont susantes pour relever l'ation. 
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Proposition 3.2.15 Reprenons les notations de la proposition préédente et sup-
posons de plus que G est ylique d'ordre n. Soit σ un générateur de G. Alors il
existe un relèvement de l'ation de G à X si et seulement s'il existe fσ,0 ∈ xk[[x]] et
fσ,1 ∈ yk[[y]] telles que
TrG
(
(fσ,0(x) + vσ,1)
∂
∂x
)
= 0 = TrG
(
(fσ,1(y) + vσ,0)
∂
∂y
)
. (3.2.9)
Si de tels éléments existent alors le relèvement est donné par les formules (3.2.5) et
(3.2.6) ave hσ,0(x) = fσ,0(x)∂xσ(x) et hσ,1(y) = fσ,1(y)∂yσ(y).
Preuve : Supposons qu'on puisse relever l'ation de G à X . Soit i ∈ N, on a, d'après
la formule (3.2.7),
fσi+1,0(x) =
(
1−
1
(∂xσi)(σ(x))
)
vσ,1
∂xσ(x)
+ fσ,0(x) +
1
∂xσ(x)
fσi,0(σ(x)).
Une réurrene immédiate montre que
fσi+1,0(x) = vσ,1
 i∑
j=0
1
∂xσj+1(x)
−
i
∂xσi+1(x)
+ i∑
j=0
fσ,0(σ
j(x))
∂xσj(x)
.
C'est-à-dire
fσi+1,0(x)
∂
∂x
= vσ,1
i∑
j=0
σj+1
(
∂
∂x
)
−
i
∂xσi+1(x)
∂
∂x
+
i∑
j=0
σj
(
fσ,0(x)
∂
∂x
)
.
Or par dénition de n on a σn = Id don fσn,0 = 0 e qui impose
0 = vσ,1
n−1∑
j=0
σj+1
(
∂
∂x
)
+
n−1∑
j=0
σj
(
fσ,0(x)
∂
∂x
)
e qui est bien le résultat annoné. Des aluls similaires onduisent à l'équation sur
l'autre branhe.
Réiproquement, supposons qu'il existe fσ,0 et fσ,1 vériant les hypothèses de la
proposition. Posons, pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1},
fσi+1,0(x) := vσ,1
 i∑
j=0
1
∂xσj+1(x)
−
i
∂xσi+1(x)
+ i∑
j=0
fσ,0(σ
j(x))
∂xσj(x)
(et une formule semblable pour fσi+1,1). Par onstrution, les fσi,0 et fσi,1 vérient
les équations (3.2.7) et (3.2.8). La proposition 3.2.14 permet alors de relever l'ation
de G à X . 
Nous aurons besoin, lors de l'étude globale, d'une desription de l'ation sur haque
branhe d'une déformation du premier ordre du point double. Cei est donné dans le
lemme suivant.
Lemme 3.2.16 Soit X → Speck[ε]/(ε2) une déformation G-équivariante de X. Re-
prenons les hypothèses et notations de la proposition 3.2.14. Alors pour tout σ ∈ G
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il existe hσ,0 ∈ xk[[x]], hσ,1 ∈ yk[[y]] et λ ∈ k tels que l'ation sur k[ε]((x)) et sur
k[ε]((y)) soit donnée par
σε(x) = σ(x) − λεvσ,1 + εhσ,0(x)
σε(y) = σ(y)− λεvσ,0 + εhσ,1(y).
De plus, λ = 0 si et seulement si X est une déformation topologiquement triviale.
Preuve : C'est une onséquene immédiate du lemme 3.2.13. 
En partiulier, on peut onstater que les séries de Laurent σε(x) et σε(y) n'ont pas
de ples. Cette remarque sera très utile lors de l'étude des déformations globales.
Dénition 3.2.17 Soit G un groupe agissant sur X = Speck[[x, y]]/(xy). On dira
que l'ation de G est relevable à l'ordre 1 s'il existe une déformation G-équivariante
de X non topologiquement triviale. Dans le as ontraire, elle sera dites non relevable
à l'ordre 1.
Supposons que l'ation est relevable à l'ordre 1. Notons Dx (resp. Dy) le sta-
bilisateur de (x) (resp. (y)), Gx (resp. Gy) l'image dans Autk(Speck((x))) (resp.
Autk(Speck((y)))) deDx (resp.Dy) et Tx (resp. Ty) le noyau du morphismeDx → Gx
(resp. Dy → Gy). Nous dirons que l'ation de G est relevable inonditionnellement
s'il existe une déformation G-équivariante X de X non topologiquement triviale telle
que l'ation induite de Tx sur Speck[ε]((x)) (resp. Ty sur Speck[ε]((y))) est triviale.
Dans le as ontraire, l'ation sera dite relevable onditionnellement.
Théorème 3.2.18 Soit G un p-groupe agissant sur X = Speck[[x, y]]/(xy) sans per-
muter les branhes. Reprenons les notations de la dénition 3.2.17.
(i) Si le onduteur est diérent de (1,m) et (m, 1) (ave m ∈ N ∪ {∞}), alors
l'ation de G est relevable inonditionnellement.
(ii) Supposons que G est un p-groupe ylique et que son onduteur est (m, 1) (ave
m ∈ N ∪ {∞} et m 6= 1). Notons (d, d′) sa diérente. Alors l'ation de G est
relevable si et seulement si 2d+1 6= 0 mod |Gx| ou Gx 6= G. De plus, si l'ation
est relevable, alors elle l'est inonditionnellement si et seulement si 2d + 1 6= 0
mod |Gx|.
(iii) Si G est un p-groupe ylique agissant sur X ave un onduteur (1, 1), alors
l'ation est relevable si et seulement si{
2d+ 1 6= 0 mod |Gx| ou Gx 6= G
2d′ + 1 6= 0 mod |Gy| ou Gy 6= G.
De plus, l'ation est relevable inonditionnellement si et seulement si 2d+1 6= 0
mod |Gx| et 2d′ + 1 6= 0 mod |Gy|.
Preuve : Montrons d'abord le point (i). Pour tout σ ∈ G on voit que vσ,0 = 0 et
vσ,1 = 0. Par suite, posons fσ,0 = fσ,1 = 0 pour tout σ ∈ G. On voit alors que
{fσ,0}σ∈G est solution des équations (3.2.7) et {fσ,1}σ∈G des équations (3.2.8) et
don qu'il existe un relèvement inonditionnel (par le lemme 3.2.16) de X .
Passons à la démonstration du point (ii). Supposons dans un premier temps que
2d+1 6= 0 mod |Gx| ou Gx 6= G. Soit f0 ∈ k[[x]] un élément de trae nulle fourni par
le théorème (3.1.5). Alors la proposition 3.2.15 fournit un relèvement (ave fσ,0 = f0
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et fσ,1 = 0 où σ est un générateur de G). D'autre part, la proposition 3.2.15 et le
théorème 3.1.5 fournissant des équivalenes, la réiproque est démontrée.
Revenons au as 2d + 1 6= 0 mod |Gx|. Alors on peut supposer que TrGxf0 = 0
d'après le théorème 3.1.5. On voit ainsi que l'ation préédemment dénie induit une
ation de Gx sur Speck[ε]((x)) et don que l'ation est relevable inonditionnellement.
Réiproquement, supposons que l'ation est relevable inonditionnellement. Soit
(X , G) une déformation équivariante de (X,G) non topologiquement triviale et telle
que Gx agisse sur Speck[ε]((x)). Notons f0 l'élément donné par la proposition 3.2.15.
Comme Gx agit sur Speck[ε]((x)), on montre aisément que TrGxf0 = 0 et f0(0) 6= 0
(omme dans la proposition 3.2.15). Le résultat vient alors du théorème 3.1.5.
La démonstration du point (iii) est similaire à elle du point (ii). 
4 Étude des déformations globales
Cette setion a pour but l'étude des déformations équivariantes des ourbes semi-
stables. Nous ne supposons pas, exepté dans la sous-setion 4.1, que l'ation est libre
sur un ouvert dense.
4.1 Déformation des ourbes lisses
Soient k un orps algébriquement los, C → Speck une ourbe lisse et G un groupe
agissant dèlement sur C (en partiulier, l'ation est libre sur un ouvert dense). Notons
Cram l'ensemble des points possédant un stabilisateur non trivial. Pour tout p ∈ Cram
nous noterons dp la diérente de G en p. Pour haque lasse α ∈ Cram/G, hoisissons
un représentant pα dans la lasse α. On a une suite exate provenant de la suite
spetrale I
p,q
2 := H
p(C/G,ExtqG(ΩX/k,OC))
0→ H1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC))→ Ext
1
G(ΩC/k,OC)→⊕
α∈Cram/G
Ext1Dpα (Ω̂C/k,pα , ÔC,pα)→ 0
(f. [BM00℄, Lemme 3.3.2). Un alul similaire à elui de la proposition 5.3.2 de [BM00℄
permet alors de montrer que
dimk H
1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)) = 3pa(C/G)− 3 +
∑
α∈Cram/G
⌈
dpα
|Dpα |
⌉
(on prendra garde à la oquille qui s'est glissée dans l'énoné et dans la preuve de la
proposition 5.3.2 de [BM00℄ et qui onsiste en la transformation des parties entières
supérieures en parties entières inférieures). Dans le as où le stabilisateur en haque
point est ylique on peut don aluler, grâe à [BM00℄, Théorème 4.1.1, la dimension
de Ext1G(ΩC/k,OC) expliitement, e qui donne une généralisation immédiate de la
proposition 5.3.2 de [BM00℄.
Théorème 4.1.1 Soient C → Speck une ourbe lisse sur un orps algébriquement
los de aratéristique p et G un p-groupe ni agissant dèlement sur C et tel que
pour tout point fermé p ∈ C le stabilisateur Dp soit ylique. Alors
dimk Ext
1
G(ΩC/k,OC) = 3pa(C/G)− 3 +
∑
α∈Cram/G
⌊
2dpα
|Dpα |
⌋
.
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Preuve : D'après la suite exate préédente, on a
dimk Ext
1
G(ΩC/k,OC) = dimk H
1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC))+∑
α∈Cram/G
dimk Ext
1
Dpα
(Ω̂C/k,pα , ÔC,pα).
Finalement, grâe au théorème 3.1.4, on obtient le résultat. 
4.2 Déformation des ourbes singulières
Soient C → Speck une ourbe semi-stable et G un groupe ni d'automorphismes de
C. La suite spetrale Ip,q2 := H
p(C/G,ExtqG(ΩX/k,OC)) donne une suite exate
0→ H1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC))→ Ext
1
G(ΩC/k,OC)→
H0(C/G,Ext1G(ΩC/k,OC))→ H
2(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)).
Comme C/G est une ourbe, on a H2(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)) = 0. Par suite, aluler
la dimension de Ext1G(ΩC/k,OC) revient à aluler elles des deux autres termes de
la suite.
Considérons le diagramme ommutatif suivant
C˜
ϕ
//
π˜

C
π

C˜/G
ψ
// C/G,
les morphismes ϕ et ψ étant les morphismes de normalisation et les morphismes π et
π˜ étant les morphismes quotients.
La suite spetrale II
p,q
2 := R
pπG∗ Ext
q(ΩC/k,OC) donne une suite exate
0→
(
R1πG∗
)
Ω∨C/k → Ext
1
G(ΩC ,OC)→ π
G
∗ (Ext
1(ΩC/k,OC)).
On a don une suite exate
0→ H0(C/G,
(
R1πG∗
)
Ω∨C/k)→ H
0(C/G,Ext1G(ΩC ,OC))→
H0(C,Ext1(ΩC/k,OC))
G.
En résumé, on a le diagramme ommutatif suivant (à ligne et olonne exates)
0

H0(C/G,R1piG∗ Ω
∨
C/k
)

0 // H1(C/G, Ext0G(ΩC/k,OC))
// Ext1G(ΩC/k,OC)
//
ép **UU
U
U
U
U
U
U
U
U
H0(C/G, Ext1G(ΩC/k,OC))
//

0
H0(C/G, piG∗ Ext
1(ΩC/k,OC))
Nous allons relier H1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)) et H
0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k) à des groupes
similaires dénis à partir de C˜ (omme dans le as loal). Nous onsidérerons ensuite
l'image du morphisme
ép : Ext1G(ΩC/k,OC)→ H
0(C,Ext1(ΩC/k,OC))
G.
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4.2.1 Lien ave la normalisée
Le but de ette partie est de montrer le théorème 4.2.4. Avant ela, nous avons besoin
d'introduire quelques notations.
Pour tout shéma Z nous noterons π0(Z) l'ensemble des omposantes onnexes de
Z. Soient C → Speck une ourbe stable et G un p-groupe ni d'automorphismes de
C. Pour tout β ∈ π0(C˜)/G, hoisissons un représentant Cβ dans la lasse β et notons
Dβ son stabilisateur, Tβ le noyau de l'homomorphisme Dβ → Aut(Specκ(Cβ)) et
Gβ := Dβ/Tβ. Notons de plus ϕβ : Cβ → C le morphisme induit par la normalisation,
πβ : Cβ → Cβ/Gβ le morphisme quotient et ψβ : Cβ/Gβ → C/G. On a don un
diagramme ommutatif
Cβ
ϕβ
((
//
πβ

C˜ ϕ
//
π˜

C
π

Cβ/Gβ //
ψβ
55C˜/G
ψ
// C/G
(4.2.1)
La suite exate (3.2.2) possède un analogue global (dont l'exatitude se démontre
de manière identique)
0→ Ω∨C/k → ϕ∗Ω
∨
C˜/k
→ Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)→ 0. (4.2.2)
Notons
Gβ := Im
(
R1π
Gβ
β,∗
(
ϕ∗βϕ∗Ω
∨
C˜/k
)
→ R1π
Gβ
β,∗
(
ϕ∗βHom(ΩC˜/k, ϕ∗OC˜/OC)
))
(on remarque que les groupes apparaissant dans la dénition de Gβ sont les Gβ et
non les Dβ). On voit que le support de Gβ est dans ψ
−1
β (π(Csing)).
Exemple 4.2.1 Supposons que pour tout p ∈ Csing , Dp est ylique et ne permute
pas les branhes. Pour tout α ∈ Csing/G hoisissons un point pα dans la lasse de α
et notons (dα, d
′
α) la diérente de Dpα . La proposition 3.2.10 permet de voir que∑
β
dimk H
0(Cβ/Gβ,Gβ) =
∣∣∣∣{ α∈Csing/G2dα+16=0 mod |Gpα |
ou Gpα 6=Dpα
}∣∣∣∣+ ∣∣∣∣{ α∈Csing/G2d′α+16=0 mod |Gpα |
ou Gpα 6=Dpα
}∣∣∣∣ .
De manière analogue, on dénit
F := ker
(
πG∗ Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)→ R
1πG∗ Ω
∨
C/k
)
.
On voit que F est à support dans π(Csing). On peut préiser la struture des bres
de F dans le as général. Cei est donné par la proposition suivante.
Proposition 4.2.2 Reprenons les notations préédentes. Soient q un point de C/G
et p ∈ π−1(q). Notons Dp le stabilisateur de p, Tp le noyau de l'homomorphisme
Dp → Aut(Frac(OC,p)) et Gp := Dp/Tp. Alors
Fq = ker
(
Hom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
Gp
p → H
1(Gp,Ω
∨
C/k,p)
)
.
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Preuve : La dénition de F et une déomposition selon les orbites sousDp (f. [Bab69℄,
27.1) permettent de voir que
Fq = ker
(
Hom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
Gp
p → H
1(Dp,Ω
∨
C/k,p)
)
.
Il est alors aisé de voir que le morphisme se fatorise en fait par H1(Gp,Ω
∨
C/k,p) ar
Tp agit trivialement. 
Exemple 4.2.3 Supposons que pour tout p ∈ Csing le stabilisateur Dp est p-ylique
et agit sans éhanger les branhes. Pour tout α ∈ Csing/G hoisissons un point pα
dans la lasse α et notons (mα,m
′
α) le onduteur de Dpα . Le orollaire 3.2.9 nous
donne
dimk H
0(C,F) =
∣∣∣{ α∈Csing/Gmα+1=0 mod p
ou mα=∞
}∣∣∣+ ∣∣∣∣{ α∈Csing/Gm′α+1=0 mod p
ou m′α=∞
}∣∣∣∣ .
Théorème 4.2.4 Soient C → Speck une ourbe stable et G un groupe ni agissant
sur C → Speck. Reprenons les notations préédentes. Alors on a deux suites exates
0→ Ext0G(ΩC˜/k,OC˜)→ H
0(C/G,F)→ H1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC))→
H1(C˜/G,Ext0G(ΩC˜/k,OC˜))→ 0, (4.2.3)
0→ H0(C/G,F)→ H0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))
G → H0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k)
→
⊕
β∈π0(C˜)/G
H0(Cβ/Gβ,R
1π˜
Gβ
∗ Ω
∨
Cβ/k
)→
⊕
β∈π0(C˜)/G
H0(Cβ/Gβ ,Gβ)→ 0. (4.2.4)
Preuve : Nous allons mener une étude parallèle à elle de la setion 3.2.1.
En appliquant le fonteur πG∗ à la suite (4.2.2), on obtient une suite exate longue
0→ πG∗ Ω
∨
C/k → ψ∗ ◦ π˜
G
∗ Ω
∨
C˜/k
→ πG∗ Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)→
(
R1πG∗
)
Ω∨C/k
→ ψ∗ ◦
(
R1π˜G∗
)
Ω∨
C˜/k
→
(
R1πG∗
)
Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC) (4.2.5)
ar pour tout i ≥ 0 on a
ψ∗ ◦ R
iπ˜G∗ = R
i (ψ ◦ π˜)G∗ = R
i (π ◦ φ)G∗ = (R
iπG∗ ) ◦ φ∗
(e qui déoule de l'exatitude de ϕ∗ et de ψ∗). Notons H le noyau du morphisme
ψ∗ ◦
(
R1π˜G∗
)
Ω∨
C˜/k
→
(
R1πG∗
)
Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)
de sorte qu'on a trois suites exates
0→ πG∗ Ω
∨
C/k → ψ∗ ◦ π˜
G
∗ Ω
∨
C˜/k
→ F→ 0, (4.2.6)
0→ πG∗ Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)/F→
(
R1πG∗
)
Ω∨C/k → H→ 0, (4.2.7)
0→ H→ ψ∗ ◦
(
R1π˜G∗
)
Ω∨
C˜/k
→
(
R1πG∗
)
Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC). (4.2.8)
22
En prenant la suite exate longue de ohomologie des faiseaux assoiée à la suite
(4.2.6) on obtient une suite exate
0→ Ext0G(ΩC/k,OC)→ Ext
0
G(ΩC˜/k,OC˜)→ H
0(C/G,F)→
H1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC))→ H
1(C˜/G,Ext0G(ΩC˜/k,OC˜))→ 0 (4.2.9)
ar, F étant à support de dimension 0, on a
H1(C/G,F) = 0.
Par suite, on trouve la suite (4.2.3) ar C est stable et don Ext0(ΩC/k,OC) = 0
d'après [DM69℄, Lemma 1.4.
D'autre part, la suite exate longue de ohomologie assoiée à la suite (4.2.7) nous
donne, omme F et πG∗ Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC) sont à support de dimension 0, une
suite exate
0→ H0(C/G,F)→ H0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))
G →
H0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k)→ H
0(C/G,H)→ 0.
De même, la suite exate (4.2.8) nous donne une suite exate
0→ H0(C/G,H)→ H0(C˜/G,R1π˜G∗ Ω
∨
C˜/k
)→
H0
(
C/G,
(
R1πG∗
)
Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)
)
.
On a don une suite exate
0→ H0(C/G,F)→ H0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))
G → H0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k)
→ H0(C˜/G,R1π˜G∗ Ω
∨
C˜/k
)→ H0
(
C/G,
(
R1πG∗
)
Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)
)
. (4.2.10)
Il s'agit maintenant d'étudier le morphisme
H0(C˜/G,R1π˜G∗ Ω
∨
C˜/k
)→ H0
(
C/G,
(
R1πG∗
)
Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC)
)
.
Ce morphisme peut se déomposer, à l'aide de [Bab69℄, 27.1, en une somme de termes
loaux de la forme⊕
β∈π0(C˜)/G
H0(Cβ/Gβ ,R
1π˜
Dβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
)→
⊕
β∈π0(C˜)/G
H0
(
Cβ/Gβ ,R
1π
Dβ
β,∗
(
ϕ∗βHom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
))
ar
Hom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC) = ϕ∗ϕ
∗Hom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
(e qui peut se voir à l'aide de la desription loale expliite donnée dans la setion
3.2.1). Il sut don d'étudier haun de es termes loaux. Soit β ∈ π0(C˜)/G. La
suite spetrale des extensions de groupes III
p,q
2 := H
p(Gβ ,H
q(Tβ ,M)) (pour tout
Dβ-module M) nous donne (omme Tβ agit trivialement et que Gβ = Dβ/Tβ) un
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diagramme ommutatif à olonnes exates
0

0

H0(Cβ/Gβ ,R
1p˜i
Gβ
∗ Ω
∨
Cβ/k
)

aβ
// H0
(
Cβ/Gβ ,R
1pi
Gβ
β,∗
(
ϕ∗βHom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
))

H0(Cβ/Gβ ,R
1p˜i
Dβ
∗ Ω
∨
Cβ/k
)

bβ
// H0
(
Cβ/Gβ ,R
1pi
Dβ
β,∗
(
ϕ∗βHom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
))

H0(Cβ,H
1(Tβ,Ω
∨
Cβ/k
))
cβ
// H0
(
Cβ ,H
1
(
Tβ, ϕ
∗
βHom(ΩC/k, ϕ∗OC˜/OC)
))
.
De plus, on voit que cβ est anoniquement isomorphe au morphisme
H1(Tβ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
))→ H1(Tβ,H
0(Cβ , ϕ
∗
βHom(ΩC˜/k, ϕ∗OC˜/OC)))
ar Tβ agit trivialement sur Cβ .
D'autre part, omme C → Speck est stable (en partiulier, Ext0(ΩC/k,OC) = 0
d'après [DM69℄ Lemma 1.4) la suite exate (4.2.2) montre (en passant aux setions
globales) que le morphisme⊕
C0∈π0(C˜)
Ext0(ΩC0 ,OC0)→ H
0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))
est injetif. Par suite, le morphisme cβ est injetif. Le noyau de bβ est don égal au
noyau de aβ et la suite exate (4.2.10) donne une suite exate
0→ H0(C/G,F)→ H0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))
G → H0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k)
→
⊕
β∈π0(C˜)/G
H0(Cβ/Gβ ,R
1π˜
Gβ
∗ Ω
∨
Cβ/k
)→
⊕
β∈π0(C˜)/G
Im aβ → 0.
Finalement, le faiseau R1π˜
Gβ
∗ Ω
∨
Cβ/k
étant à support disret (ar Gβ agit librement
sur un ouvert dense de Cβ), l'image de aβ est égale à H
0(Cβ/Gβ ,Gβ) (par dénition
de Gβ). On a don la suite exate (4.2.4). 
Remarque 4.2.5 On peut remarquer que dans le as général des ourbes à singu-
larités doubles ordinaires, don C → Speck pas forément stable ni même propre, les
deux suites (4.2.9) et (4.2.10) sont enore exates.
Corollaire 4.2.6 Reprenons les notations préédentes. On a
dimk H
1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)) + dimk H
0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k) =
dimk H
0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))
G −
∑
β∈π0(C˜)/G
dimk Hom(ΩCβ/k,OCβ)
Gβ
∑
β∈π0(C˜)/G
dimk Ext
1
Gβ (ΩCβ ,OCβ)− dimk H
0(Cβ/Gβ ,Gβ)
24
Preuve : Pour tout β ∈ π0(C˜)/G on a un isomorphisme anonique
Ext
1
Gβ (ΩCβ/k,OCβ )
∼= R1π
Gβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
(ei provient de la suite spetrale II
p,q
2 := R
pπ
Gβ
β,∗Ext
q(ΩCβ/k,OCβ )) et de la lissité de
Cβ). La suite spetrale I
p,q
2 := H
p(Cβ/Gβ,Ext
q(ΩCβ/k,OCβ )) fournit don une suite
exate
0→ H1(Cβ ,Ext
0
Gβ
(ΩCβ/k,OCβ ))→ Ext
1
Gβ
(ΩC/k,OC)→
H0(Cβ/Gβ,R
1π
Gβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
)→ 0.
On peut alors déomposer es groupes en prenant un représentant dans haque orbites
sous l'ation de G via [Bab69℄, 27.1, e qui nous donne un isomorphisme
Ext0G(ΩC˜/k,OC˜)
∼=
⊕
β∈π0(C˜)/G
Ext0(ΩCβ/k,OCβ )
Gβ
puis
H1(C˜/G,Ext0G(ΩC˜/k,OC˜))
∼=
⊕
β∈π0(C˜)/G
H1(Cβ/Gβ,Ext
0
Gβ (ΩCβ/k,OCβ)).
Les suites exates (4.2.3) et (4.2.4) permettent alors de onlure. 
Exemple 4.2.7 Soient C → Speck une ourbe stable sur un orps algébriquement
los de aratéristique p et G un p-groupe ylique agissant dèlement sur C. On ne
suppose pas que le groupe G agit librement sur un ouvert dense de C. Supposons
que les omposantes onnexes de C˜ sont de genre ≥ 2 et qu'en haque point singulier
p ∈ C, le groupe Dp agit sans permuter les branhes. Pour tout α ∈ Csing/G, hoi-
sissons un point pα dans la lasse α et notons (dα, d
′
α) la diérente de Dpα . Notons
C˜ram l'ensemble des points q de C˜ tels que Gq (i.e. l'image du stabilisateur Dq dans
Aut(SpecOC˜,q)) soit non trivial, hoisissons pour tout γ ∈ C˜ram/G un élément qγ
dans la lasse γ et notons dγ la diérente de Gqγ (et non Dqγ ) si Gqγ 6= {Id} et 0
sinon. Le orollaire 4.2.6, le théorème 4.1.1 et l'exemple 4.2.1 montrent qu'alors
dimk H
1(C/G,Ext0G(ΩC/k,OC)) + dimk H
0(C/G,R1πG∗ Ω
∨
C/k) = 2 |Csing/G|+∑
β∈π0(C˜/G)
3pa(Cβ/G)− 3 +
∑
γ∈C˜ram/G
⌊
2dγ
|Dqγ |
⌋
−
∣∣∣∣{ α∈Csing/G2dα+16=0 mod |Gpα |
ou Gpα 6=Dpα
}∣∣∣∣− ∣∣∣∣{ α∈Csing/G2d′α+16=0 mod |Gpα |
ou Gpα 6=Dpα
}∣∣∣∣
le alul de dimk H
0(C,Hom(ΩC/k,
(
ϕ∗OC˜
)
/OC))G étant immédiat (f. desription
loale dans la setion 3.2.1).
4.2.2 Épaississement des points doubles
Soient k un orps algébriquement los, C → Speck une ourbe stable et G un groupe
agissant sur C. Le but de ette setion est de préiser l'image du morphisme
Ext1G(ΩC/k,OC)
ép
→ H0(C,Ext 1(ΩC/k,OC))
G.
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Pour tout α ∈ Csing/G, hoisissons un représentant pα dans la lasse α et notons
Dα son stabilisateur, Tα le noyau de l'homomorphisme Dα → Aut(Frac(OC,pα)) et
Gα := Dα/Tα. D'après [Bab69℄ 27.1, on a une déomposition
H0(C,Ext1(ΩC/k,OC))
G =
⊕
α∈Csing/G
Ext1(ΩC/k,pα ,OC,pα)
Dα .
Le théorème 3.2.18 suggère de répartir les points singuliers selon la nature des relève-
ments. Cela est fait dans la dénition suivante.
Dénition 4.2.8 Soient p un point singulier de C et Dp son stabilisateur. Le point p
sera dit inonditionnellement relevable (resp. onditionnellement relevable, resp. non
relevable) si 'est le as de l'ation de Dp sur SpecÔC,p (f. dénition 3.2.17).
Grâe au théorème 3.2.18, on voit que le onduteur en un point onditionnellement
relevable est de la forme (1,m) ou (m, 1). Les points ayant un onduteur de ette
forme vont jouer un rle partiulier.
Notons ϕ : C˜ → C le morphisme de normalisation. Dénissons le sous-ensemble
Ccond 1 de ϕ
−1(Csing) de la manière suivante :
Ccond 1 :=
{
q1 ∈ ϕ
−1(Csing)|ϕ(q1) est relevable et si q2 est l'autre point de
ϕ−1(ϕ(q1)) alors le onduteur de Tq1 sur SpecOC˜,q2 est 1
}
(en partiulier, les points de ϕ(Ccond 1) sont onditionnellement relevable d'après le
lemme 3.2.16). On dénit alors deux diviseurs eetifs sur C˜ :
Dsing :=
∑
q∈π−1(Csing)
q, Dcond 1 :=
∑
q1∈Ccond 1
q1.
Pour tout β ∈ π0(C˜)/G, hoisissons un représentant Cβ dans la lasse de β et
notons Dβ son groupe d'inertie, Tβ le noyau de l'homomorphisme Dβ → Aut(Cβ) et
Gβ := Dβ/Tβ. Notons
Nβ := H
1(Tβ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1)))
Gβ .
Si on suppose que deg(Dsing −Dcond 1) > 2 − 2pa(Cβ) (e qui est le as général et
est toujours vérié si pa(Cβ) ≥ 2) on voit que Nβ = 0.
Théorème 4.2.9 Soient C → Speck une ourbe stable sur un orps algébriquement
los de aratéristique p et G un p-groupe ni agissant dèlement sur C. Pour tout α ∈
Csing/G hoisissons un représentant pα dans la lasse de α. Reprenons les notations
i-dessus. On a une suite exate anonique
0→
⊕
α∈Csing/G
pα inonditionnellement
relevable
Ext1(ΩC,pα ,OC,pα)→ Im ép
a
→
⊕
β∈π0(C˜)/G
Nβ.
Contrairement aux démonstrations préédentes, la démonstration de e théorème
n'est pas purement ohomologique mais repose également sur des tehniques de re-
ollement (f. [Mau03a℄, Proposition 4.7).
Preuve : Dans un premier temps, nous allons regarder le as des points inondition-
nellement relevables. Ensuite nous onstruirons le morphisme a puis nous montrerons
que la suite est exate.
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Première étape : les points inonditionnellement relevables.
Soit α ∈ Csing/G. Supposons que pα soit inonditionnellement relevable. Nous allons
onstruire une déformationG-équivariante C de C qui est non topologiquement triviale
en les points de G.pα et topologiquement triviale en les points de Csing \G.pα. Cei
sura à montrer qu'on a une inlusion⊕
α∈Csing/G
pα inonditionnellement
relevable
Ext1(ΩC,pα ,OC,pα) ⊂ Im ép.
Notons X = SpecÔC,pα , η et ξ les deux points génériques de X , Gη et Gξ les groupes
d'automorphismes induits par Dpα sur κ(η) et κ(ξ). Posons Cξ = {ξ}, Cη = {η} et
U = (Cξ ∪Cη) \ Csing (les adhérenes étant prises dans C en identiant les points
η et ξ à leur image dans C). En partiulier, on a une identiation naturelle de Gη
(resp. Gξ) ave un sous-groupe de Aut(Cη) (resp. Aut(Cξ)).
Par dénition d'un point inonditionnellement relevable, il existe une déformation
Dpα-équivariante X de X telle que Gη et Gξ soient les groupes d'automorphimes
induits par Dpα sur SpecOX ,η et SpecOX ,ξ (on identie les points génériques de X
à eux de X via l'immersion X → X ). Comme il existe une unique déformation Gξ
(resp. Gη) équivariante de Specκ(ξ) (resp. Specκ(η)) (ar les morphismes Specκ(ξ)→
Specκ(ξ)Gξ et Specκ(η) → Specκ(η)Gη sont étales), il existe un isomorphismes Gη-
équivariant
ϕη : Frac(ÔCη ,pα)⊗k k[ε]→ OX ,η
et un isomorphisme Gξ-équivariant
ϕξ : Frac(ÔCξ,pα)⊗k k[ε]→ OX ,ξ.
En transportant es isomorphismes à tous les points de G.pα via l'ation de G on
peut onstruire, grâe à la proposition 4.7 de [Mau03a℄, une déformation équivariante
(C, G) de (C,G) qui induit la déformation triviale de C \G.pα et une déformation non
topologiquement triviale de SpecÔC,pα .
En onlusion, on a une injetion⊕
α∈Csing/G
pα inonditionnellement relevable
Ext1(ΩC,pα ,OC,pα)→ Im ép.
Deuxième étape : onstrution de a.
On peut remarquer que l'image de ép s'identie ave l'image de
H0(C/G,Ext1G(ΩC/k,OC))→ H
0(C,Ext1(ΩC/k,OC))
G.
C'est e dernier morphisme que nous allons étudier. Reprenons les notations de la
setion 4.2.1 onernant Cβ , πβ , ϕβ , ... (f. diagramme (4.2.1))
La suite spetrale II
p,q
2 := R
pπG∗ Ext
q(ΩC/k,OC) fournit une suite exate
0→ R1πG∗ Ω
∨
C/k → Ext
1
G(ΩC/k,OC)→ π
G
∗ Ext
1(ΩC/k,OC).
En partiulier, si U désigne l'image dans C/G du lieu lisse de C, on a un isomorphisme(
R1πG∗ Ω
∨
C/k
)
|U ∼= Ext
1
G(ΩC/k,OC)|U .
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En déomposant π−1(U) selon les orbites sous l'ation de G on peut érire, grâe à
[Bab69℄ 27.1, un isomorphisme(
R1πG∗ Ω
∨
C/k
)
|U ∼=
⊕
β∈π0(C˜)/G
(
ϕ˜β,∗R
1π
Dβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
)
|U .
Notons θ le morphisme omposé
Ext1G(ΩC/k,OC)→ Ext
1
G(ΩC/k,OC)|U
∼
→
(
R1πG∗ Ω
∨
C/k
)
|U
∼
→⊕
β∈π0(C˜)/G
(
ϕ˜β,∗R
1π
Dβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
)
|U
et θ′ le omposé de θ ave l'homomorphisme de hangement de groupes⊕
β∈π0(C˜)/G
(
ϕ˜β,∗R
1π
Dβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
)
|U →
⊕
β∈π0(C˜)/G
(
ϕ˜β,∗π
Gβ
β,∗H
1(Tβ ,Ω
∨
Cβ/k
)
)
|U .
Le morphisme θ peut se dérire, loalement, de manière expliite. En eet, hoisissons
un point p ∈ Csing et xons une omposante Cβ ∈ π0(C˜) telle que ϕ−1(p) ∩ Cβ 6= ∅.
Soit q ∈ ϕ−1(p) ∩ Cβ . Toute déformation G-équivariante du premier ordre (C →
Speck[ε], G) de C induit une déformation Dp-équivariante de SpecÔC,p. Pour tout
σ ∈ Dp, notons σε l'automorphisme de SpecÔC,p induit. Le lemme 3.2.13 (dont on
reprend les notations, l'uniformisante x orrespondant à une uniformisante de Cβ en
q) fournit alors la forme de σε pour tout σ. L'image par θ de C est alors donnée
loalement (via le lemme 3.2.16) par le morphisme de ohaînes φ déni pour tout
σ ∈ Dp ∩Dβ par
φ : σ 7→
1
∂xσ(x)
(λvσ,1 + hσ,0(x))
∂
∂x
. (4.2.11)
En partiulier, on voit que pour tout σ ∈ Dp ∩Dβ la série de Laurent φ(σ)(dx) n'a
pas de ple. Le morphisme θ se fatorise don par
θ1 : Ext
1
G(ΩC/k,OC)→
⊕
β∈π0(C˜)/G
ϕ˜β,∗R
1π
Dβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
.
De même, on voit que le morphisme θ′ se fatorise par
θ′1 : Ext
1
G(ΩC/k,OC)→
⊕
β∈π0(C˜)/G
ϕ˜β,∗π
Gβ
β,∗H
1(Tβ ,Ω
∨
Cβ/k
)
et l'image par θ′1 de R
1πG∗ Ω
∨
C/k (dont les éléments orrespondent aux déformations
topologiquement triviales, i.e. λ = 0) est dans⊕
β∈π0(C˜)/G
ϕ˜β,∗π
Gβ
β,∗H
1(Tβ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing)).
De plus, si σ ∈ Tβ et que λ est non nulle ('est-à-dire que la déformation équivariante
de SpecÔC,p induite par C n'est pas topologiquement triviale) alors φ(σ)(dx) possède
un zéro si et seulement si p 6∈ Ccond 1. Par suite, on voit que le morphisme θ′1 se
fatorise par
θ′2 : Ext
1
G(ΩC/k,OC)→
⊕
β∈π0(C˜)/G
ϕ˜β,∗π
Gβ
β,∗H
1(Tβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1)).
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En résumé, on a un diagramme ommutatif
R1πG∗ Ω
∨
C/k _

θ′2
//
⊕
β∈π0(C˜)/G
ϕ˜β,∗π
Gβ
β,∗H
1(Tβ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing))
 _

Ext1G(ΩC/k,OC)
θ′2
//
⊕
β∈π0(C˜)/G
ϕ˜β,∗π
Gβ
β,∗H
1(Tβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1))
En onsidérant la suite exate longue de ohomologie (des faiseaux) assoiée à ha-
une des olonnes, on trouve un diagramme ommutatif à olonnes exates
0

0

H0(C/G,R1piG∗ Ω
∨
C/k
)

H0(θ′2)
//
⊕
β∈pi0(C˜)/G
H1(Tβ ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing)))
Gβ

H0(C/G, Ext1G(ΩC/k,OC))

H0(θ′2)
//
⊕
β∈pi0(C˜)/G
H1(Tβ ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1)))
Gβ
Im ép

0
Comme C est une ourbe stable, on voit que pour tout β ∈ π0(C˜) on a
degΩ∨Cβ/k(−Dsing) < 0
don H0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing)) = 0. On a don un morphisme anonique
a : Im ép→
⊕
β∈π0(C˜)/G
H1(Tβ ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1)))
Gβ
induit par H0(θ′2). En résumé, on a un diagramme ommutatif
H0(C/G, Ext1G(ΩC/k,OC))

 H0(θ′1)
((QQ
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
H0(θ1)
//
H0(θ′2)
  
⊕
β H
0(Cβ/Gβ ,R
1pi
Dβ
β,∗Ω
∨
Cβ/k
)

Im ép
a
⊕
β H
1(Tβ ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1)))
Gβ 

//
⊕
β H
1(Tβ ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
))Gβ
Troisième étape : exatitude de la suite.
Soit
f ∈
⊕
α∈Csing/G
pα inonditionnellement
relevable
Ext1(ΩC,pα ,OC,pα).
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D'après la onstrution expliite de la première étape de la preuve, on peut trouver
une déformation équivariante (C, G) de (C,G) telle que pour tout β ∈ π0(C˜)/G et
tout ouvert U ⊂ Cβ ∩ ϕ
−1
β (Clisse), le groupe Tβ agit trivialement sur la déformation
équivariante de (U,Dβ) induite par (C, G). Ainsi, l'image de (C, G) (et don de f)
dans Nβ est nulle. Le morphisme a se fatorise don par le onoyau I du morphisme⊕
α∈Csing/G
pα inonditionnellement
relevable
Ext1(ΩC,pα ,OC,pα)→ Im ép.
Montrons maintenant que le morphisme induit par a
I→
⊕
β∈π0(C˜)/G
H1(Tβ,H
0(Cβ ,Ω
∨
Cβ/k
(−Dsing +Dcond 1)))
Gβ
est injetif.
Soit f ∈ I un élément non nul. Alors par dénition il existe une déformation équiv-
ariante (C → Speck[ε], G) de (C,G) dont l'image dans I est f . Comme f est non nul,
il existe un point p ∈ Csing onditionnellement relevable tel que la déformation Dp
équivariante de SpecÔC,p induite par (C, G) soit non topologiquement triviale. Le fait
que le point soit onditionnellement relevable impose que l'image de f par a est non
triviale (loalement don globalement). 
Remarque 4.2.10 Dans la as où les stabilisateurs en haque point singulier sont
yliques et vérient ertaines onditions (sur les onduteurs) il est possibles de
préiser l'image de l'appliation a dénie dans le théorème préédent (f. [Mau03℄
Chap II, Théorème 4.2.9).
Exemple 4.2.11 Reprenons les hypothèses et notations de l'exemple 4.2.7. En parti-
ulier, omme on a supposé que les omposantes de C˜ sont de genre ≥ 2, on a Nβ = 0
pour tout β ∈ π0(C˜/G). Le théorème 4.2.9 permet don de voir que
dimk Ext
1
G(ΩC/k,OC) = 2 |Csing/G|+∑
β∈π0(C˜/G)
3pa(Cβ/G)− 3 +
∑
γ∈C˜ram/G
⌊
2dγ
|Dqγ |
⌋
−
∣∣∣∣{ α∈Csing/G2dα+16=0 mod |Gpα |
ou Gpα 6=Dpα
}∣∣∣∣− ∣∣∣∣{ α∈Csing/G2d′α+16=0 mod |Gpα |
ou Gpα 6=Dpα
}∣∣∣∣+ ∣∣∣∣{ α∈Csing/Gpα inonditionnellement
relevable
}∣∣∣∣ .
Dans le as où l'ation est libre sur un ouvert dense (en partiulier, il n'y a pas de
points ontitionnellement relevables) mais qu'on ne suppose pas que les omposantes
irrédutibles de C˜ sont de genre ≥ 2, alors la formule i-dessus reste vraie.
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